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��� �������	
��� �� ����	���	����� ����������� ���� ���� �� ���	����� �	�����������
��� ���������� 	�� �� ����	������������� �� �	���	���� ���������� �� ���		��� ���
�� ����������� �����  �
 !�!!" μ�# 
	� �	� $� %����� ��&'�� ��� "!! μ�� ���� (
��
�(�� )�&'����������� *	� ������ )���$� �	� ���� �� ��������������� ��� ����
����� +����(��� 
���	���� *	�� 	�� 	� ���	���� �	���	�� 	� �,	��	���� ����� ����	����
	� ��&'�� ��� "!! μ� �	�� �&���� �	�� 	� �������	��� �	��� ����� ����� 	� �� -���
������� �� ��� ������� 
��
������ $� ������
����	��� �	� ���� ��������	��	���� )�&'�� ������ 	� �� �������.�� ���� 	����
���	��$�	�	� ���� *�� )�&'���������� �	� ���� �� ����	������������� d 	� ���
�
 d / 0 μ�# �� ��	��  d 1 0 μ�# ����	��� �������	��� ��
�	 	� ��	��� ����	��� �	���
��	����� 2����	3$	����� ������	����� �� ������ �	�� �
�	 �� ����	��� �� 4������	���5
����  d 1 !�" μ�#� �� )�&'��
���	��� 	� �� ��� ����� 2�	����
	���� �����3����
�� �� ���������	�������  !�" 1 d 1 0 μ�#� �� ����	��� 	� �� �	�� 	� ����	���
������.���	�� �	� ������ $�����������	�'��� *� �����������	��� �	��� 	���� �����5
�&��	� �	�� 	�� �� *���������� ������ ����$��������� 6	�$� ������ ��� �	� ������� 	�
�� �������.�� ��� ������	������	��� ����	���� �� ���	� ���� ��� ����	���� �����5
���	��	���� )�&'� 
������� *	� )�&'�������	���� �	� $�� ����	�������� ��� ��� �	���
�7���	��� 8�	�� reff ���$	���� *	���� ������ �� �
��9.�������	������� �	������� 8�5
	�� �	��� ����	��������
��� �� �� 	�� �3�	��� ���:

reff =

∫
r3 �n

�r
r∫

r2 �n
�r

r
,  0�"#

 ������ ��� �	�
�� � ";<=#� ��
�	 n 	� ����	�����$���	���� �� r �� ����	�����	��
	���
*	� )�&'�������	���� �� �����������	��� 	� �� �������.�� �.��� �	�� ��� �	� �	���
�����	���	����� 4����������	���� 
������	
��� 	� ������� +��� �����	���

n

 ���r
=

3∑
i=1

ci�,�
[− (��r − ��ri)

2 /
(
2��2σi

)]
 0�0#

6	��
�	 	�� n/ ���r 	� ����	������$������	�� ��� 8�	��	��������� r �� �	������ 8�5
	��� i �� >��, �� +���� σi 	� �������
��	����� �� ci �	�� 2��������� 	� 	�
)�������$��� �� ����	���� 	� ?��� +�� ���	
�  ���������	� ��� ����� � ";@0#� *	�
���54����������	���� �� ���������	������� 	�� 	� �

	���� 0�" 	� ������	�� $��
�������	����� )��'54����������	���� �������	��� �����������
*	� -�
������� ��� ��������� 	� �� )���$���	��� 	�� �	� ���	��� ��� �	��� %���� ��5
���	� ���$� �	� 	�� ��� �� )�&'� �� ����	��� �
�.��	� �� ���� ��� ������ 
��������
���� ���'�  d / "! μ�# �� ���� ���	��  d 1 !�!A μ�# ����	��� ��
�� �	�� -�
�������
��� ����� �	��� ������ *	� ���'� ������ �� �����	�$�	��� ��� ������ 
	� �	� $�
�������� B���� 	�� �	� )��� �(� 	� ���� ���	�
	�	�.� �� )�&'�������	����� �����5
������$��� �� 2��$������	�� �� �����������	����
>� �� ���	�� B�������.�� ���� 	� -�
������� �������	�� �.���� ������ �	� �.���

;
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"�� #������$�������� %$������ ���
�
��� ��� ��� &�������� ���� �� ������� $��� ���
���� ��� '������� ���� (�� ��� ��� #������(��� )������������� "�����  
���� ���� ���
'������� ��� ������������� ����������
���
��� *+�, ��� ,�+ μ�- ��� ���%$������ �
����
&�������� ���� �����.����� ��� ��� ����$������ �� ���
�� &��������� ��� 	
� ��� ������
�
���(�� ��� ��� ����
��� ��������� $���� ��
�� '�������  )���� ���� ���� %� �����
������	 ���$����� /����.������ ��� �� ���
��� &��������� �� ����� ���� ��������� 0���
$�������� �� ��� ���
���(�� ������ "�� &������� ��� ���
����
� ��� �������� &��������
$��� ����� ��� �
����� &�����
�1%������ αsca ��� ��� ���
����
���
�1%������ αabs ���
���������� "���� 2
�1%������ ���� ��� 3��  )� ��� 0������������ ��� &�������������(� ��

0
����� �� ����� 	
� &������� ��%�������$���� ���
����
�� "�� ������ 0���������
��� $����� ��� �4������
� %��������� ����� "�� �4������
���
�1%���� α ��� �������
��� &���� ��� &�����
�1%���� ��� ���
����
���
�1%����

α (z) = αsca (z) + αabs (z) . *5�6-

"�� 	�������� 7������� ��� �4������
���
�1%������ )��� ��� &������(��� ������ ��� 
�������
"���� AOD *���
�
� 
������ �����- ��� ���
�
�� ���

AOD =

∫ ∞

0

α (z) �z. *5�8-

"�� 
������� "���� ���%����� ���
�
���������� $��� ��������� ����� ��� �4������
���
�
�1%���� 	������� %$������ ��� &������
�������%� ��� ��� &���������������%� ����������
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��� ��	
������������� ω ��� ���	���� ��� ��� ������	�� ��	 ������� ������	� �� ���
��	����	 �	� �����	�� ��� ���	�� ��� 
�����

ω =
αsca

α
.  !�"#

��� ��� ���	��� ��	 ��� $���������%&�' ��� ���(����	 )����	���	��� �	� ��� *����	�
��	���
��� *����	��	��	���	������� ��� $�����������	����	����+���	��	 ���� ���� ��	 ,	��
���%���(�	�	��	 å ���������	' ��� 
����	�����&�	 ���	���� ���  �������� ' -./0#�

åα =
�	 (α1/α2)

�	 (λ2/λ1)
,  !�/#

����� α1 �	� α2 ��� ����	����	����+���	��	 ��� ��	 1��������	 *����	��	��	 λ1 �	�
λ2 ������	�	� ��� ,	����%���(�	�	� �	�� ��� ��� 2�%&�	��������	� ��� 3������� ���
�����	� 2��&� *���� ��	 å �����	 ����� ��
 ��� ����	� $������� �	 �	� ����	� *����
��
 ��� ���&� $�������� ��� ,	����%���(�	�	� ���� ���� 
4� ��� 5�������������	�
��	 �	���(���	�� 3������ �����	���' �� �� ��	����� ��
 6	����	��	 �� 3����������
�	����� ��� 2�%&�	��������	� ��������  	
���� �� 
�' !770#�
��� 84�������������	� ��� ��	
����	��	 ������	�' ���� ��� ������	� �	��� ��	�� *�	���
��	 -97◦' ���� ���� ��	 84����������+���	��	 β ���������	� 3�
 ����� 
4� ��� :��	���
��	��	� ������� ;���� �������	�� 2�%&� ���� �	 <�(���� =�-�= 	��� ��	����	��	� >���
���� 	�� ���� ����	� ���	' ���� ��	 ,	����%���(�	�	� ��� 
4� ��� 84�������������	�
����&

åβ =
�	 (β1/β2)

�	 (λ2/λ1)
 !�?#

�	������	 �����	 ��		�
��	� ���	
���� ��� ������� �(����� ����	���
� 
4� ��� 5�������������	� ��	 3�������	
��
 ��� )���� ��	 ;���������	��	 ��� ��� ;����������	��� �� �	���� ��� ����� �� ���
������	�� ��	 ����	����	����+���	��	 �� 84����������+���	��	

Lλ (R) =
α (R, λ)

β (R, λ)
.  !�9#

@	 3���	��� =�-�! ���� 	��� ��
 ����� 2�%&� ��	����	��	�
*���� 
4� ��	��� �(����� ����	���
��	 ��	 ���������	�	 3�������	����	 ��	� �	 A�����
�� !�- �������	
����	� ������������ ��� �����	 ��� ;���������	��	 �	 ���������	�	
���	�����	 �	 ����(� �����	��� ��� ������������	 *���� ������	 ��� ��� A��� ��

��� 2��	������� ���� ��� ���� $);� ����		����	��� ��� ����	���
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å

α



��
��

�
�

�

�

��
��

��
�	

�
�

��
�

��
��

��

�

�
��

��
��

��

�

�

	
�


�
�
�
��
�
�
�
�

�
��

��
�

�
�

 
��

�
��

��
��


�!

��
�"
±�

#
$ 

�%
±$

 %
&

�
�
��
��
��

�
�
	

�

��
$$

��
�
��

��
�

�
�

 
�'

	�
��

�
�

($
)�

$
�
�

�
�
	
�
�
�
�
	

�

��
$$

&�
�
��

��
� 

�*
�

	�
��

�
*�

��
��

+�
	

�
�	

�
��

�
��

,
��

��
��

�
�

 
��

�
��

��
��


�!

��

($
±%

&
$ 

�"
±$

 $
#

�
�
��
��
��

�
�
	

�

��
$$

��

�
��

��
� 

�*
�

	�
��

�
*�

��
��

+�
	

�
�	

�
	�

��
-

��
�

��
,

��
��

��
�

�
 

�.
��

-
��

��

&�
±%

%
�$
±%

#
%/

&±
$/

�
�
	
��
��

��
$$

��

�
�
�
�
��
�
�
�
�

�
��
�
�
�

�
�
�
��
�
�
�

-
��

��
�



��

��

�

�

�

0
��

�
��

��
-
�

�
�

 
�.

��
-
��

��
#�
±$

1%
±$

%/
%±

$/
#

�
	
��
��

��
$$

��

�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�

�
��

��
��


�

�

2
�

��
�

�
�

 
�.

��
-
��

��
(&
±%

�
$ 

$1
)$

 %
$

% 
$±

$ 
�
�
�



�
�

�
�
	

�

��
$$

��
�
3
�
��

	�
�
��

-
� 

��
�
��

��
��


�!

��
�

&%
±(

≈�
$

% 
%�

≈%
 1

�
	

�
�
�
�
	

�

��
$$

��

�
�
�

�


�

�
�
��

��
��

��
��
�
�

��

�

��
�

��

�

"
�
�	

�
�
�'

��
�
�

�
�

��
�
�
��

	
��

�
�
�

�

�

�

�
�
��

��
��

�

�

�
	
��
��

��
�
�
��
��


�

�

�
�
�

�
�
��
�

�
�
�
��

()
*
*
+
,
�
�
��


�
�

��
�

�

�

�
�


-
�
��


�
�
�
�
$
�
�
�

�

%
�
�
��
	

�

�
	

�
��

�
�

�


�
	
��
�

��
�

��



�� ��������	�
���� �������

���� �������	
��� 	���
������� ���

����
��
��	�����

��� ����� ��	��
 ����� �������������� �������������
� � ��� ����� ����������� �
���
����
� ��� �����
������ ���������
� 	������ ���� ��� ����� ������
�� ���� ��� ��
��� ! �� "� #	������� �� $
������� ��� ������
 �� ������ �����
����� ���
��

���� ������
� �� ����� ��� ������
���%�� ��� &��
����� ������ '��
� ������
� ��

!���� ��� (�����
���
����) ��� � �	����

 *�+�, 	�������	� �����

���� ��
���� ��� ���

	����	�� ��� ����
����

�� ��
 ���������) �������� � -����� �� �
��
����) �� ��� � "�������� !�����
 �� ����
	���
�� ���%
��� ��������� ��� ����� .����	���
�
 ��� ����������������
� 	�����
) ���
	����
� �����
 ��� ��� .�����������
��%��
 ��� /����� �� �
�
������������� ���
�������� ����� ����� "����	�� 0�	������� "� ����� ���� 	�� �� �� 1��
��
2 ������ �	����

 ���� ����
�������� ��� ������� 3+4456 &���� ������� 7� ���
�
�
���� %� ������� �������� �� ��%������ ������� ����� ������� �
���
������ �� �
��������� ������� �
��������� ������ 8������� ������� �
�
��

����%
 ����� ���������� ���� 
��������� 8�������� ��%������ ������� ���� ����� ����
������ 9��%
��� ���� �������� � -�����
���%��� ��	����
� ��� ���
��� $�

���������� %� ��� ��� ��
 ��� ����������
�%�� �� ��� ������������ "��������
������ ��� ����
���
� ����� �� ���� :��������
��� ��� � ��	���� ;�; ������
����
�

������� ����� ����������	� 
������ ����������	 �	� ����	 �������	�����	� 	��� ������� �������

���������
 :��������
���
�
��	 ���
� 8��
�%�� ����� ���������� :������
���
 ���
� 8��
�%�� ��� ��<��%���������� 8������� ��� .��	���

�� ���� ��	����
��
9���� ����
	���� �������) �����
���
 ��� �"����
������ .��	����
=�	�� >������� �������) �����
����� ��� ��� -�����
�� "� '���

�������� � &������
&��������� >����� ���� ���
) �
���
 &��
��
���� "� 0�	����� �� 	��

�
��
 
�������� ��� 	��������� ��	�������� #�������
����� 8��
�%�� ����������
�%��) ����� ����� 1������	��>����	�������

��� &����� �� (����
 ��������
�


���������������� ������� ���� �������� ��� ��� #�
 ���� ��� ��
 ��� �
�
����
�
���������� �� ��	
 ������) %�
��
����) �
��
������ �� ������� �������) '���

��������) ������� ��� &�������"��	���� �� !�
������������� 3�	
�� �� 	��)
+44?6� &�� ����� ���� .������
 � ��� �
�
���� "������
 ���� ��� 8��
�%�������������

+,



�� ��������	�
���� �������

���� ������ 	�
������� ��� ��� ���������� ��� ��� 	���� �� ��2,5 ��� ��10� �����

������� 
��������� ��������� ��� ������� ��� ��� μ� 
�������������� ������� ���  ! μ�
����� ��coarse ������� �������� ��� ����� 	���� ������� ��� μ� ���  ! μ��

��� "����������� ���� ��� �����������
 � ������� #��$�$�� #��$�$� ��� %�$�����&��'


������� ��� ��������� �����$($���� #��$�$�� �� 	�����
����� �� 2,5 �����������

)*� ����� +����� ������ ���(������� �������� ��
������ �����$($���� #��$�$�(�������

��������� ��� ��� ����� ,�����-������$� ������.������

 �



�� ������	
�� ��� ���	���� ���

�	���	��������


���� �����

��� ������ ��	
� ��� � �
����� ��� �
	
� 	�� �������� ��� ����� �������	� 
	� �
	�

��	�� �� �
	��� ���� 	
��� �� ��� �����	� ��� 
�����  �������� �� !�����
�"��#
$�� � 	�� �����"�%��� ��� !����
�� �� &������'������ �'����� 	�� 
������#
	��� ����� �	 
����"�%������ ����
	����� ���
��� 	�� ��������� ��������	���
(���
	���)*�+ ��� ����"��� ,��"��
���+ �����+  ������ �	 &�	� ���� 
��� 	��
������ ��������	��� �������
��� �� �������� �	 &���� ��� �)������ ��� �����
��� ���� �	 ��  ����	� ���� �� 	�� ������
�� ����� 	�� -��
���� ������+ ��	��

��� 	�� ������ 	�� ��	
����
��� �� ���
���� �	 ����
�������� -"����
���������
.��	�
�� ��� /������� ��������� ��� 	�� ��	
���������� -�� '��	 � �������� 0�1�2
������������ �
� ��	
��3���� 
�� .��	�
�� 	�� ������ '��	 � �������� 0�1�1 ����
����������� .�
���� ����
������ ��	 � ��������� 425567 �� $	��

������ ������ �	
 ��	��

��� .��	�
�� 	����� ������ ���	� �������+ '����� ���� 1889 
� :������ ��� ,��"�#
�"�%���������� � ���"��� ��� 	�� ����'�����%����	
� ���,;� � 	�����������
'��	�� ��� ��
�� ����������� 	�� .��%��� �	 	���� �)���������� ��� � 	�

��

�
 �� 425527 �� $	�� �
� �
�
#��	
� ��	�� ����� �
���"���� ��� 	��� &�����%#
�� ��� ����  ��<��� �� 05 ;� 
��� ����� '��	� 	���� ��� =	>?�. �
��� � 	�����
4159@ �7 ���������'���� 
��  ��<������	�""��� �	 #���	����
���� 4602 � �	
066 �7 �������� ��� 
������	��� A����� ����� � �����%����� &������'������
��� 	� ����
	����� 	�� �����"�%��� -�� '��	� ��� ����"��� 
 �������"
������
�	 �������� �������� �	�� 
���������� (�������������� A����� '��	� ������� ��#
�� B
�����
� -"������������"�� ��"�
��� =
�� 	�� ��"�
� 	�� A����� $�����
��� �"������ ���	�� ��������� &�����%�� �	 A��
���
���� 
�� 	�� ��"�
#
��� ����� ���
��� ��� �"������ -��
�� '��	� 
������*�	 �� ���� �������� �
����������� -��
�� ����'
	���� ��� :�����%� 	����� -��
�� '��	 � ���%������� 	��
(���+ 	�� ���� 	�� �����	� ����
�� ���+ ����������� ��������� �	 ���"��������
��� (��� ��� �����	� 	�� �
���"����� ��� ��"�
� 	�� A����� t '��	 ��� ;����

������� � ���	
�������	� �	�������
� ����� �
��� ��� �������	���� ���
�
	� ��� �������

�����
��
������ � ������!��	
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��� �����	�
�������	��� c ���� ��� ��������	

R =
ct

2
�����

�� ��� ���������	 R ��
 
��������� �������
 ��	��������� t/2 ���
������ ����� ���
 ���! ��� ��� "������� ��
 ��� ��������� ��� ���������	 R ���#��	��� $�� �%�������
&�'#
��	 ��
 (��%��
 �%�	� ��)�� ��! ��� ������� ���������� &�'#
��	 ��� *�	���� ��+
������� ������ #�����
$�� ,����+�����+-������ ������� ���� �����%�	�	� -�

��	 )�� �.������� ��� ,��+

������	� -�� ����� ,����+����� ���� ��� �/�� ��� 0������%�	��)��
�������	 ���
�����
��
���� *������	 �� -������� 	������! ��� ���� ��
 ,����+*������	 �������+
��� ����� ��� ���
��
���� *������	 �� "������� ��� -������� ������ ��� 0������%�	�
��� *�������	 ����� ��� *����)��	��	 ��)��%������ $�� ���
�������	 ��� 0������%�	�
���� ����� ��� &�� ��
 -�����
 ��
�����! �� ��� ��� *������	 
���� 1����� -�� ���
-&,23&+*4
��� ������ ��� *�	���� ��� ���
��
���� ,��
������	 ��� �55 ��! 5�6
�� ��� �789 �� 
���� ��� *�	���� ��
 ��� ���������
+,�������
 ,����+������ )��
*���
��/� ��� �:; �� ��� 87; �� 	���

��� ����� ��� 0������%�	� )�� �55 �� ����
���� ��� �����
��
���� ,����
������	 �� *���
��/�������� ��� �:; �� ��� ����� ���
0������%�	� )�� 5�6 �� ��� 87; �� ����� 	�
�������

������ ����	
������


$�� �����	�������	 ������ ��� ��
�
 ��� ���� �������� ���������	��� $�� �������
�� <���

P (R, λ) = KG (R) β (R, λ) T (R, λ) ���6�

��� ��� ���	����� ����������	�� 
��� ��������� �6775� ���������� 3������ �
� P ���
���
���	 ��
 *�	���
 ��
 ����� ���������	 R ��� ��� ��� 0������%�	� λ� K �
� ����� )��
��� ���������	 ���%�	�	� $��
�� 2��� ��
������� ��� ���
���	 ��
 �����
4
���
� $��
2��� G (R) �
� )�� ��� ���������	 ��� ��� -�

	�������� ���%�	�	� $�� ,��
�����+
�=����� β (R, λ) �
� ����� ��� )�� ��� ���������	 )�� *4
���! 
������ ���� )�� ���
0������%�	� ���%�	�	� T (R, λ) �
� ��� 2���
��

���
����� �� ��
�������! ��� )��� �����
��� 0������%�	� λ ��� ��� 0�	 )�� ����� ��� ���������	 R ��� ����� )������� 	����
K ��� G (R) ������ )���
�%���	 )�� (��%�������� ��
������ *���� ��������� β (R, λ)
��� T (R, λ) ���� >������������ ���� ��� &���
��%��! 
��� ��
� ��� ��	��������� -�

+
	�#?���
���� 	���%���������� <��� ��� �����	�������	 ���%�� ���! ����� ��� ��� ���������
2���� 	������ ����������� *� �
�

G (R) =
O (R)

R2
, �����

��������� �	
�� ��� ��� ������� ��� �������������� �� �����������
���
�� ���������� � �����
����  ��������!" �	�

�� �
 ��� ������ �� ��� ����� #��!������� ���� ���������� �� #���
$��������� �� ��� �����!%�� 	�$������&���� �� ��� '��!��!%�� ��"&�����

�;



�� ������	
�� ��� ���	���� ��� �	���	��������


����� O (R) ��� ����	
��������� ���� ����� ���������� ��� ���		�������� ����	
����
��� �
������
�	 �� ����������	� ��� ��	������� 
	� ���� ������� ��� ���������� ��
 		�������� ��	� O (R) = 1 �!� R ≥ Rovl� ��� "#�� ��� ��		��������� ����	
���� Rovl

��� �!� $���� ���
��%���� 
������ �!� & '�" ��	� Rovl ≈ 3 ��� ��� ���
� ����
��� O (R) 	���� ���� �(���������		 ��������� )��������� 	�� 
������ * +,,+
-� ���
.���
	���������� ����� /
��
����� ��� ��� ��������� 
�� 0��
��� �
�!� ���* �
�� ���
�	����* ��� ��� ��	����� 
�������� ������ �
��* ����� ���	 ��� 1��	����2���� �����
1��	 ��� ��� '
��� R �����������
��� '!���������34���� ����������* ������	 ����� �� ��� '!�������������� �������
����� �� ���		� 
	�� ��� ���4�5����� 6��� ��� .������34������ αsca �!� ����� .��������	
��� 78,◦ �
�� ��� '!���������34���� �
�� ��	�������
9�� ����������� ������:

β (R, λ) =
∑

j

nj (R)
�σj,sca

�Ω
(π, λ) . );�<-

"������ ��� nj ��� 1��4����
���� ��� .����
�����	 ���  �� $ �� ��� �
��� ��	��������
=�	��� �� �σj,sca (π, λ) /�Ω ��� ��>�������		� .���/��������� ��� ?
�����	 �!� ���
'!�������������� ��� ����� 6�		��	���� λ�
�
� �
���	���� ���� �� ���  ��������� 
� &�	��!	�� �� 
� ?
�����	� �������� ��� ��@
�
���!���������34���� ���4� ���� ����
�� 
� ��� .��� ��� '!���������34������
��� ������ 1���������� 4�
����

β (R, λ) = βpar (R, λ) + βmol (R, λ) . );�A-

��� �����
��� .%�����
���� K ���� 
	�

K = P0
cτ

2
Aη );�B-

������������ �� ��� ���� P0 ��� ����	��� ������� ��� �
����	���* τ ��� 4���	���� ?	�	����*
A ��� �	���� ��� ����
��������* �� η ��� .%�����34���4� �� ������ �
		 ��� A = π

4
�2

��� ��
�������������� ���	����� 
� ��� ���4�5����� ���� ��� �
����@C���@C����@
�����4 �!� ���
�:

T (R, λ) = �(�

[
−2

∫ R

0

α (r, λ) �r

]
);�D-

�� �
�� 6���� 4������� , �� 7 
�������� ��� �
���� + ����� ���� �!� ��� "��@ ��
'!����� ��� .��
�	�� ��� �(������������34���� ���� ���	��� ��� '!���������34���@
��� ��5����� 
	�

α (R, λ) =
∑

j

nj (R) σj,ext (λ) , );�8-

����� σj,ext ��� �(���������/��������� ��� .������ $ ���� ��� �(��������* 
	�� ��� .���@
�� ��� ������ ����� 
� ��� ������ &���
������ .����� )��
- ��  ���������
)
��-�  �� ��� ������� 
� �����  ����	 �����
��� ���� ?
�����	 )�
�- �� �����
 ����	 �����
��� ���� &�	��!	� )��	-

α (R, λ) = αabs
par (R, λ) + αabs

mol (R, λ) + αsca
par (R, λ) + αsca

mol (R, λ) . );�E-
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��� �� ������
������ ��� ��� ��
������������� ��
��� �� ������
��
�� �� �� ������ ��� �������� ��� ����������
��� ��������
� ��� ������
���
���� �������� �����
 ��� ��  �� ����!� ���������
�� "������#���� ����� ������
$�
�
 ��� ��  �������������� %���������� &'�'� '�(� '�)* �� �� +������������ ����
���#�
 ���

P (R, λ) = P0
cτ

2
Aη

O (R)

R2
β (R, λ) �	�

[
−2

∫ R

0

α (r, λ) r

]
. &'�,-*

����� +������������ .�� �� ����
����� �����
������ �� ����������
����� ��
�#�
 ����
/�������
�� �� 0��
�����	
���
�������1����
�� αpar �� �� 0��
���������
������1���
��
�� βpar� 2� �����
 ���� ���� �� ��� ��
�����
���
�� 0������� ��� ��������� �
��

�� ������+�����
���� ��� �� ��� ����
�� �����#������ $����� �������� ���� ����
��� ������$����� �#��
 ����
  �� �� 0��
���������
������ �� �� �� +������������
���� ��� .���
 ����������� �����

P (R, λRa) =
K

R2
O (R, λRa) βRa (R, λ0) �	�

{
−

∫ R

0

[α (r, λ0) + α (r, λRa)] r

}
. &'�,,*

!������ ���������
 βRa �� �����������
������1����
��� α (r, λ0) �� 2	
���
��� ��.
�� "��  �� +��� ��� �����
��� ������� λ0 �� +�����������#��� �� α (r, λRa)
�� 2	
���
��� ��. �� "�� ������ ��� +��� ��
 λRa ��� "������#��� �� ������
����
���������
���
�� $������� ��� �����������
������1����
 ���� ��� .���
 ��������
 ����
��

βRa (R, λ0) = nRa (R)
σRa

Ω
(π, λ0) . &'�,3*

!��� ��
 nRa �� ���������� ���������
� �� 4������ ��
����
�
�� %����� �� ����� 5���
$
����
�6� �� σRa/Ω (π, λ0) �� ���������� �6����
����� $
���7��������

 ��� ��
"������#��� λ0 ��
�� ����� $
��������� π� ��� 0��8� �� ����������� ���������
�
��� ��� ����������
�� ��� ��� $
�����
�����#������8���  �� �������
�� ��
����� ��������
�
��� 9���#�
���  �� 2	
���
��� �� �����
������ ��� ��� +��� ���#�
��� ���������
�
��� +��� ���#�
��� .�� �� ���������
��� Lmol ��
 ������


Lmol =
αmol (R, λ)

βmol (R, λ)
=

8π

3
��. &'�,'*

��� ���������� +��� ���#�
��� ��
 ����
  �� �� 2�
.������ ���#����� � �� 9���#�
���
 �� 2	
���
��� �� �����
������ .�� �������� ����
��
 ��
� ��� 0��
�������� ���#�
���

Lpar (R, λ) =
αpar (R, λ)

βpar (R, λ)
&'�,:*

��
 ��
.����������#����� � ��  �� �� %�;<�� ��
������� 5��� �� ���������� =�����
�����
���� �� 0��
���� ���#��
�

,>
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������ ������	
	� �������� ������������	�������	

��� �������	�
 ��� ���������������	� 	�� ����������������������� 	� ��� ������
��
��� 	� ������������ ��� 	�� ����� �����
�� �������� ��� �	

�� �  !!"#$ ��� %�����

�	����
����� &������� '����� �� ��� ���
����� �%��������� ���
�������$

�������� ������	
	� �� ������������	����	�������	��	

(���� �� )$* �� )$** ���� ��
��������� 	�� ������ ��� R %� ���
� ��� ��� +�������
��������

α (R, λ0) + α (R, λRa) =
�
�R

��
NRa (R)

S (R, λRa)
+

�
�R

��O (R, λRa) , �)$*"#

��� ��� �������	�
������
������ (�
�� ��� �����	���� ,�������		�
 S (R, λRa) =
R2P (R, λRa)$ ��� �������	�
 ��� -��������������������� ��
���� �����%�� 	� .�
��
�	�
������ ��� ��/���������� %��������� 0%���//	�
��	������ ��� � ����� � ���
���� ���� ���� ��� ��� -������	�
 ������� 1�����$ 2�� 
��3� -������	�
�� ��� O (R, λRa) =
1� �� ��� ��� �'���� 4��� 	� ��� ������� (���� ����1���$ ���� 
��� %�� 5�,46� % ��'
)!!! �$ ��� �������	�
 ��� -��������������������� ��
���� �����%�� 	� .�
��	�
�
������ �� ��� 0%���//	�
��������	� ��� � ���� %�� ��' "!! �� � ��� ���� ���
0%���//�	������ ���� 
����
 ��� 	�� ���� ��� ��� -������	�
 ������� 1�����$
7�� ��� 8������	� ��� 0%���//	�
��9����� 	� ��� (�
���� 
��� ��
����� ��� �������
����� ������	�


αaer (R, λ0) + αaer (R, λRa) =
�
�R

��
NRa (R)

S (R, λRa)
− αmol (R, λ0) − αmol (R, λRa) . �)$*:#

'�%�� S (R, λRa) �	� �� �������	�
�� 	�� �%���//	�
������
����� (�
�� ��������$ ;	�
�������	�
 ��� -��������������������� %�� ��� ����'������1�
� λ0 �	�� ��� <�
���=�
���/����� ���
������ '�����$ 5� ���1��

αaer (R, λ0) =

�

�R
�� NRa(R)

S(R,λRa)
− αmol (R, λ0) − αmol (R, λRa)

1 +
(

λRa

λ0

)å(R)
. ������

��	
� �	
 ���	
��������� 	� �����
��	����	��	� �� �	����	���	��	  !" #$�
� ��
	��	� 
	�%��&	� '	��	
 �	� 	
 (	�������� 	
 )����*�����*�	+��	��	� �� 	
 ,
�-	��
�
���� &�� " . �������� ��� �	

�� ! /  "��

�������� �����	
�
� �� ����������������
��
 ��� ��������	�� �


����
�������������
��

�� 	� 0%
��*	�
$�*��
	�*�	+��	��	� �%�� 	
 1%�%��2	���	 �� �	
	���	�! �	
	�
%� ���%�	 �� %� ���	*��%
	 1$�*��
	�����%� �	������� 3%�� ��� ��	� �	�	��	�	 4��
��%��%%
	! %�� 	
 )��#	
���� R �� 	
 )��#	
���� R0! ����	���� )� ��
 %� 5	
�����
��� 	
 	�%������	� 4���%�	 �P (R, λ0)! P (R0, λ0)� �� 	
 1%�%��4���%�	 �P (R, λRa)!
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P (R0, λRa)� ��������
P (R0, λRa) P (R, λ0)

P (R0, λ0) P (R, λRa)
. 	
���

���� ��������� ��� ������������� ���������������� �����

βaer (R, λ0) + βmol (R, λ0) 	
����

= [βaer (R0, λ0) + βmol (R0, λ0)]
P (R0, λRa) P (R, λ0)

P (R0, λ0) P (R, λRa)

NRa (R)

NRa (R0)

×
���

{
− ∫ R

R0
[αaer (r, λRa) + αmol (r, λRa)] �r

}
���

{
− ∫ R

R0
[αaer (r, λ0) + αmol (r, λ0)] �r

} .

��������� 
��� �����  �����! ���� ����� "�����#��$�� ��� %������� ����! �� ���� O (R, λRa) =
O (R, λ0)� &��� ������ '������������(�#�� �� ��� ���������������� ����� ���! )��� ���
���� ��� ��� *������ ��� "����� ���$�������� ������ #+����� &�� ��������! ���� ���
,+�#�����#��-����� ���� �� �������� ����������  �. ����� ��������� )����� #���� &��
���������� /������������ R0 )��� +�������)���� �� ��)$���! ���� ��� 0����#���+�#�����1
#��-�����  �������$������� �����+��� ��� ��#������ 2���#+��+�#�������� ���! ���� βpar (R0, λ0) <<
βmol (R0, λ0) ����� *�� ��� 3����������� ��������$������� 4������� )��� ��� ,�����������
�� ��� ���#����� �����#������� ������ 5�������$�� ���� ������� "��������$�� ��������

�������� ������	
	� �� �������
�������	��	 	
� �
 ��� ��������	

�������
��	��

&�� /����14�������.�� ���..� �����+������  �� ��������	
 ��
 ��
�� 	��67�! ��� %�1
���� ���� /���� �������! �� �	��� 	���� ��� ���������� *��������1������ 	���������

�89� ��� ���.������� ��� ��.�� ���� )���������  ����������� :��. ��� 4���;��  ��
���������� ����� &�� �������� ,������� ��� ������$������  �� ������� ��
 ��		��

	8<<6� +�����..��� 4�� ��� �������������� 	��������� 
��<� ��� ��� /�.��������
 �� ,+�#�������� 	��������� 
�6� ��� �����#���� 	��������� 
��� �$��� ���� ��� �����1
��� +�����������#���������� ����������� S (R, λ) ���������

S (R, λ) ≡ R2

O (R)
P (R, λ) 	
�8<�

= K [βpar (R, λ) + βmol (R, λ)] ���

[
−2

∫ R

0

[αpar (R, λ) + αmol (R, λ)] �r

]
.

&�� �����#���� #��� ����� ��� ������ ����� ���$������� 	����������� 
��7! 
��
� ���1
��������� )������ &��)������� )��� ��� ���.��������� ������ �����#�����#��-����� �����1
�+��� 	������ �� �	�! ��6�� &����� ��� ��=����� ���

Y (R, λ) ≡ αpar (R, λ) +
Lpar (R, λ)

Lmol

αmol (R, λ) 	
�8��

= Lpar (R, λ) [βpar (R, λ) + βmol (R, λ)] . 	
�88�

8�
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S (R, λ) Lpar (R, λ) ���

{
−2

∫ R

0

[Lpar (r, λ) − Lmol] βmol (r, λ) �r

}

= KY (R, λ) ���

[
−2

∫ R

0

Y (r, λ) �r

]
. ������

�������������� ������  ����� !�� 	
������ ���� �� "�
����� ���� R ������ ����

� 
�
(
S (R, λ) Lpar (R, λ) ���

{
−2

∫ R

0
[Lpar (r, λ) − Lmol] βmol (r, λ) �r

})
�R

=
1

Y (R, λ)

�Y (R, λ)

�R
− 2Y (R, λ) . ����#�

$���� %����

�&	
������ '��� ��� ��� ��
������ (����������� ��
)�� *������

Y (R0, λ) = Lpar (R0, λ) [βpar (R0, λ) + βmol (R0, λ)] . ����+�

,�� ���-
� ���� �)���. ��� ��� ����
�� (��'����'��/������� ������� �� ��	. 012+��

βpar (R, λ) + βmol (R, λ) =
S (R, λ) ���

{
−2

∫ R

R0
[Lpar (r, λ) − Lmol] βmol (r, λ) �r

}
S(R0,λ)

βpar(R0,λ)+βmol(R0,λ)
− 2

∫ R

R0
Lpar (r, λ) S (R, λ) T (r, R0, λ) �r

����3�
���

T (r, R0, λ) = ���

{
−2

∫ r

R0

[Lpar (r′, λ) − Lmol] βmol (r
′, λ) �r′

}
. ����4�

$�� 	
������ ���3 '��� !�� ��� (��������)�� R0 �� ���������� *������ $���� '��� R0

���*���� ��� "����� ��� ,�����������. ��� 5��*-�������������� �R > R0�. ���� ��� ��&
��. ��� (��'*-�������������� �R < R0�. ����������� 6��������  ����
��-� *��� �� ���
��� ���� 
���� �0120� ������������ (��'*-�������������� ��������� 7�� ��� ��� (����&
,������ ��

�� ��� (��������)�� R0 �� ��� ������ 8�������-�� 
�����. � ��� ���9��
��� :�������'��� ���  ��-���� ��� ;����'�
������ �� ��� (��������)�� �� ��� �)&
��� ������ � ��
����
6������
 ������ ,������ ���. ���� �*�� ��<��'�
����� 	�)=��. �-�
��� ;����'�
���'����&
'��/����� �� ;����'�
�����'�����'��/�����. �� �� ����� ���������� 	�)=�. ��� ��&
��������
. ��������� *����� ������� >��� ��� ���� ����?���� "������ ��� ;��@
��
��� ;����'�

����!���-
������� Lpar (R, λ) ���*�����. �� �� !�� ��'����<��'�
������ ��
���������� ������������� ��*�� ��� A��� ��� ;����'�
 ���-���� "� ���
�������� ��&
���!���-
������� ')���� A��
�� �� ;����'�
���'����'��/������� !�� �� B ��� #� B
��������� ����������� . 0112�� $���� ���� ��� ����� 7�

��
-��� !�� �++ �� �� ��)=&
���� $�� A��
��. ��� �� ��� "������ ��� (�������*����� ��������. ��� ��� 0�3# �� ��
��)=��� ����������� . 0112��

��
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�� ���

� 	�� ���������!� � ���� ���� ��� 	��
"������� ���

� ����� 	�� #�	��$���%�������& '���
���� ��� 	�� ()�� ���� ���'� �  �

�  ��� ����� 	�� #�	��$���%�����
��� ��'�	��

� ����� ���� 
�����*'����� � ����� ���� 
�����*'�����

������ ����	

�� ��� ���	��������� 
	� ���

����	�����
������

+	����� � 	�� ������� �*������� *���� ���� �� ,���� ������� 	�� #�	��������
��� ���� � -��	����. ��������������� '��	� �� 
���� 	����� ������ ��� 	�� ���
����� -��	���������	� �	����*����. ���� 	�� -��*��������)��  � ��� 	�����
�����	� ��������� '��	�.
/0� 	���� ������ ����� �� ��������������� ��������� '��	�& 	�� ���� ��� �� ���
1����� ������. 2���� ���� 	�� �������� -��*�������� �	 	�� 	��0��� �����	�

����������� ������ �� �� �	 $�� 	�� '������ ���'����� ��������� '��	�. 3� /���
��	� '��	� 	�� �������� -��*������� �	 	�� 
���������� *�����������	 ���
-��*������� ��*������. "��	� �������� ��	 	���� ��� '�������� �)���� ������� ��
*������� ����� ��������� ��� 	�� ����� ��������%��. 2���� ��� 	�� -��	���������	�
��� �������& �� 	�� �������� -��*������� �	 	�� 
���������� *� �	����*����. ������

�� ��� 456678 ���� 	�� 9�$���%���� ��� 	����� �����	� *�� "�������� 	�� -��*�������
��� 
�	����	�	��� �$������� �	 ����%����.
�� "������� �0� 	�� �'�	�� 	�� -��	���������	� ��� � �����	�� :.5 ��*����.
2���������� ��� 	�� 9�������� 	�� �������� ���������� #�	�������� ��� ;6<= � 	��
������ $�� 5=.6>.566< ��� 	�� �� � ����� �	 	�� #���������� 	�� ����� ��������
	��  ���������� ������ �S(R,���� ��)

�R
��� 	�� ������ �����. 2�� -��*������� �	 	�� ���

������������� ��	 ��� 	�� /������� ��� ���� "������� ��� *� �� ��. ()����������
��� ����� �� ��	 ���� �����%���. 2�� -��*� 	�� ���������������  )� ���� ����
�� -��	���� 	�� ������ ��� �������� '��	� �	 ��	 �� ������ ���� 	�� �����	��
:.5 ����*������. ���� � -��	���� ��*����� 	�� �����%�� *'����� -��*�������
�	 ������ ��������%�� ��*������'���� *'����� ��������������� �	 $���������'����

��� ��	��	� �����
��
�� ��� � � ��������! ��� ���� "����� ������ #����� ! $%%&' ��� ��
��
� � �� (������������	����� )� ���� ��� ���
����
��� *
��
�� ��� +��
� �� (������� ��
,�����
� �-�� (������������	���� �� ���� 	�� �� �� .��� /�������0��

�(�� ����
��
�� ,��� �� ��� �� ���
������
��
�� �� /	��  ��
���! �� ��
� � � �� ,����
��
�� �0
����
�� �����
��
�� �	���� ���  ���� ��
� ���� ��� *���������	�� �� �����0�
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xn+1 = xn +

∫ tn+1

tn

u (x, y, z, t) t

yn+1 = yn +

∫ tn+1

tn

v (x, y, z, t) t ������

zn+1 = zn +

∫ tn+1

tn

w (x, y, z, t) t.
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����������� ��� ������������	���� �	� *	���+��,-�	�	��	 -�� &��������	 ����������
"������	 ���. ���� ��� /�������	�	 ��� %!��!������������� ��� ������������	���� ���
��� �	� �� 	� ��� ��� ��	 ��	���	�	 %������	� "�!� �����	 ��		��	 ��� (��� 	�� ����

���� ������ ��� ��������	
�	 ��� ���������� ��� ������������	���� ��� ������� ��� ��	�� �����	��	
�
��	 ��� 	� ���	��� �	� �� 	� �������� !"� ��� ��������	 ��� ��	 ����������	�	 �������	# ��� $	%���
��� ����������	 ��������	 �	� ��� ���� &���� �����	� ��	� %����%���� 
�%��
�#

��	�� ���� �� ���	� %!��!������������� ��� ������������	���� ������	�� �����	� $�
�����	 ��!� 	�� ��� ��� %������	 01 $ �	� %$ 2����	����� 3	��	1 ��� 4���!� ���	 ���
���	�	 "	���� ��� %!��!���	 ��� ��	�� ��5�	 6	��!������� �������� ��	��
��� ������������	���� ��� %!��!���	 ��� 0�������-� ��	� ��� 2����	�����	 ��	 �7±�8
�� ��� ��� 	� �	� �9±�� �� ��� �� 	� ��	��!�� ��� 2����	����� ��� ������������	����
��� %!��!���	 ��� :������-� �	����!�����	 ��!� ��	��	 ������!� ��� ;�±7 �� ��� ���
	� �	� �;±�� �� ��� �� 	�� ��� ������������	�� ��� ��� 	� ��� �� "������	�	 �+5��
��� ��� ��� �� 	� <������ �� ���1  88.=� %!��!���	 ��� %���������-� �����	 �����������#
����� ��� ��	�� 2����	 ��	 �.±�� �� ��� ��� 	� �	� �7±�9 �� ��� �� 	� ���� "�����	
���� ��	�3��	�� 6	����!����� ����!��	 ��	 ��	���	�	 %������	 ��	� ��� >��	� ��� �#
��	�	 ����	�	���� 	�!�� �+��!�� ��� 2����	����� ��� ������������	���� �����	 ���
�	����-��	� /���!������	 ��	 <������ �� ���1  88��=1 <������ �� ���1  88.=1 ��� ���
�		������-���!��	 &��������	�	 -�������� ���� "��� ��!� %���� ���� 0������	��������
��	� �+��!�� "����	 ��� ��	 ������������	����	 ��		 ���	� "����� ���� ��� "�� ��	
"������� ����?�	 �����	�
'� @������� ��	  888 ���  88� �����	 ��	 ����	
 �� ��� < 88�= ��� "�������!��!���	
�	 ��� �����	 (��-��-���� ���� ���-�� ������������	���� ��	 ���!��!�	�����!� � �� ���
��� 	� �	� �� �� ��� �� 	� ���������� '� �����	 (��� ��� >��	��!��!�� �����	 0����
��	 �9 �� <��� 	�= �	� �� �� <�� 	�= ���	��	� A�� :������-� ��� ����	
 < 88�=
������������	���� ��	 ;9 �� <��� 	�= �	� �� �� <�� 	�= ���	��	 <����� ��!� (������
 ��=� ���� ������ ���� ��� ��	 $���	����	 ������ "����� ������	�

;7
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(
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�������
/�#���� ���  !! �� �� ! " �� ��� ��� ��������� (������� �����������) �� ��� ��
�����0

���� ������ ��� ��������	
�	 ���������������� ��� �	
���������	�	��	 ��� ��� ����	����	 ���	���
�	� ��� ����������	
 ������� ��� �������  !! �	� ! " 	� #�� ��� ������	 ��� ��	 $��������	�	
�������	% ��� &	'�� ��� �����������	 ������	 �	� ��� (��� ����� )����	� ��	� '��*�'��� 
�'��
�%

������ ���  !! �� ��������� ��� �� ���� #����� (
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���� ����
���� #����� �������$ ���
�
� ���� ��� ����������� � ������$ � 
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(������� ���� ��� 1����������� � ���������) 2�� ��� (����� (3 ���� ����� (
��
��0
������#���� ��� ������������������ 4��������)
��� 5�����#���� ��� ������� (������� ������ ��#� ��� %$ $ #���� ��� ��� (����� (� ��
���� #����� (
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���� �� ��� ����������) ��� 5�����#��� 4�� åα �� ���
&! ���������� 4�� åβ ���� ��� ��� (����� � ��#�� ���7�� ��� ��� ��� (����� 3) 8��7���
������������������ ����� �� �������� �������� ���) ����� 9:������� #��� �
� ��
�
��� ���7���� 3����� ��� ;����4���6������� �� �������6��
��� (����� ��������)
+
� 4�� ������ <"== > #����� ���7��� ������������������ ��� ?����������� ����0
���) ���� ���� ��� @�����
����� �#��
��� ��� A������ /���
� �����
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����������������� 
��� �������� ��  ����� �� !����� 	��� ��� ��������� ��� ��� �
��
��������������� ������ ����������� "��� ������� ���������  ���� ��#�������������� ���
�������� $�� ������������ ��� ���� ��� "��������������� ������ ����� ���������� ������
������ � ������ ��������� ��� �
� ��������� ��� ��������� ��� ��� ������� ���������
%�� &�������� ��� ���� '�� ��������� ���������� ���� (������������ ����� ��� "������
����� "����������� '�� ��� ����� ��� )�������� ���� ��� ��  ����� ��� "�������������
��� ��� ��� (������������ �*� ��� +,� �� -����� ���	�� ����������. ��� ������� /�
-����� ������ ��������� �������  ������� ���� �� �� ��������� ������������ $����. ���
����������� $��� ������ 	������� ����	���� �� �������� )�������� �� ������� ������

$�� &����������� ��� ��������� $���� ��� ������ ������. ���� ����������� �������
��������� ���� ���#��� �������� $����� ��	 ������ $� ������ ��������� �
���� ����. ���
��� �������� $���� ������ ����	���� ��������� ���������� '�� ��� 0�������� ��� �������
��� ��� ��� �������� %1������������2����� ��������� ��� ��� ��������� $���� ��� ���
������������� $�� �������� !����  ����� 	
� !��������� ���������� $�� -����� ����
��� �����'����������� ��� ����� � ������ 34 ��� 56 �� 7866 ��9 ��� � ������ 3: ���
6; �� 768< ��9 ��� ��� ��� =��������1�������� ��� ��� %1�������� � ������ >.< ���
>.6� $�� -����� ���� ��� =��������1�������� ��� ��� ?
���������� ������ ��� >.8 ���
������������� ���� ����� 	
� ��� ���� ��������. 	
� ��� "��������������� ����� �����  ���
��� �������� $�� $��������� ����� ���� @���������������� ��� (������������ �� ��������
��	 ��� �����'����������� ��� =��������1�������� ����� ���

$�� �� ������ "����� '������������ %��������� ���
����� ��� (������������ ��� ������
��� ���� ���� ����  ���� �����A����� �� ���� �������� @���������������� '�� ���������
(������������ �������	
����. ��� ����  ������ &����������� ��� "�� ������ '�� ������
����� ��� ������ $�� %�� ������� ��� &��	������ ��� ���������� ��� ?
����������A��
�� ?����� ������ "�����  �� ��� ����  �������� ������� �� ����� ?�������� "��� ���
B������� '�� ?��������� ��� ����� +������������������������ ��� %������������� 	
�
��� /������A������ '�� ��������� (������������ ��� ����'��� ��� '���'������������
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	 ����������������� ������� ��  ��������
	!������� ���"����� ����� #�������� �� ��� ���$�"����� ��� ���������� %���������
&�� �� ��������'�� �� �����(������ )� !��������� �����	
� !�������� ��� ��*
��������� ����� ���$�� 	�)�� &�� ��������� ��!�� ����� ���)���� ��� +������ �����
������������ ����"��������� ,� &����������� -����� ���� � ���)���� ./�����������
&�� �����	
� ������ �����������

���� �����	�

%� ����������������� �����
	 ���� &�� ����� �� ��� 012234 !�������!��� .�� 5�� �
������ .������ �/���� ���)���� ����������� ����������� ����� +��������� &�������*
����� ���������������� �����������/$�� !�������� ������� 6����� 	���� &�� �����*
������ �/����� ����� �"��� &�� ���������������� %��� ��� !�
%�� �������������������� 0#�������� 7�894 ���� ������� ������&�� :���� ��� 	��


������ 012;<4 ����������

�1 = �0 + Δt� (�0, t) , 0	�14

�n = �0 +
Δt

2
[� (�0, t) + � (�n−1, t + Δt)] . 0	�84

,� ������ #�������� ��� Δt ��� ,����������)����������� �0 ��� ��� =���&����� ��� 	��*
������������ ��� �1 ��� �n ���� ��� =���&������� )�� ������ !)� �*��� ,��������*
�������� ,� .����� ������ >�?�!�� ,����������)����������� !����)�� Δt ���� �!�� ��
@�����*����������*���A*-��������� ���) �>*-�������� C < 1� ��� C = viΔt

Δxi
�� B�����

Δxi ���� ����!�� ��� #�����������!��"��� ��� vi ���� ��� )����/����� 6�����������*
���� %�� ��������� Δt = C · Δtw ���� �!�� ��� �� B��� ����� ��!�� Δtw ��� )��������
	�>/���� ��� 6��� ����� ���� %����� ���� ������ ��������� ��� ��� ��������� ����� ��
6��� ��� � ���/���� :��������� !�� ��� �����������!��������� ����������!�� ������
�/�����
���� ������(����� !�� ��� ���������� &�� ����������� ��� ��� ,����������� 0����� �� ����
12234� %�� ���������������� ������ !����)�� ���� ������� �"������� ��� )�������� 	�>/*
����� C������� ��� #������������ ���� ������ ������������ ������� :��� ���$� ������
&�������� )�� �������� ��� ,����������� ��� +���������������������� � ����� �"��*
���� ���� &��!�� ���� :��� ������� �"����� ,������������&�� ���� ��������� �������
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